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Substitutie van machtreeksen 
Voor (convergente) machtreeksen met complexe coefficienten 
onbepaalde zijn de volgende operaties bekend: 
(i) optelling 9 
(ii) VE!rmenigvuldiging met constanten 1 
(iii) VE!rmenigvuldiging van twee machtreeksen. 
0 ,.,. in een 
Met dezE! operaties vormen de machtreeksen een ring O:{X} met· een 
aantal D1ooie eigenschappen: 
(a) O:{X} is een integriteitsgebied. 
(b) 0:{X} is een lokale ring, doWoZo er bestaat precies een maximaal 
ideiaal in G:{X} (nl. het ideaal door X voortgebracht). 
(c) IC{X} is een hoofdideaalring (want er is een euclidisch algo-
ri1ihme) a 
Uit (a) en (c) volgt nog dat O:{X} een ontbindingsring is. 
Het ligt voor de hand na te gaan of zulke eigenschappen ook gelden 
voor machtreeksen in meer onbepaaldeno De operaties (i), (ii) en 
(iii) kan men daarvoor ook definieren, en het is gemakkelijk in te 
zien dat de machtreeksen inn onbepaalden een commutatieve ring 
vormen 9 zelfs een integriteitsgebied en een lokale ringo Het is echter 
geen hoofdideaalring (net zo min als een veeltermring in meer onbe-
paalden dat is)o Men kan echter bewijzen dat de ring noethers is~ 
doWoZo ieider ideaal wordt voortgebracht door eindig veel elementeno 
Ook is het een ontbindingsringo 
Deze (al lang bekende) resultaten volgen uit de zgno Vorbereitungssatz 
van Weie:r:·strass, die een centrale plaats inneemt in de theorie van de 
machtreeksen (in meer onbepaalden)o 
Men kan deze stelling formuleren met behulp van substitutie van macht-
reekseno Voor het geval van machtreeksen in e~n onbepaalde bedoelen 
00 
we met st~stitutie de volgende operatieo Laat U = I a Yn een macht-
n=1 n 
reeks zijn zonder constante termo Dan kan men 
00 
S = l b J!1l de "samengestelde machtreeks" 
m 
m=O 
voor iedere machtreeks 
vormeno De toevoeging S ,..._ S o U is een homomorfisme van «:{X} in IC{Y} o 
Formuleert men de Vorbereitungssatz als een stelling over substitutie 
van machtreeksen, dan vertoont deze een zekere asymmetrieo JoPo Serre 
heeft een fraaie veralgemening gevonden, waarin deze asymmetrie is 
opgeheveno Die stelling is het hoofddoel van deze voordracht (4)o In 
5 geven weals toepassingen de bewijzen van bovengenoemde resultateng 
de ring van machtreeksen inn onbepaalden is noethers en is een 
ontbindingsringo 
In de opbouw van de theorie is het nuttig om de formules en relaties 
enerzijds en de convergentie anderzijds afzonderlijk te behandeleno 
Daarom worden in 2 eerst de formele machtreeksen bestudeerd en 
vervolgens in 3 de convergentieo 
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20 Formele machtreeksen in meer onbepaalden 
Een formele machtreeks inn onbepaalden x1,ooo 9Xn (n ~ 1) en 
coefficienten in een (commutatief) lichaam K is een uitdrukking 
waarin ~ k e K iso 
l 
k =O 1 
oo k1 kn 
000 l a. k x, 000Xn 
k =O .it 1 ° 0 0 n 
n 
1000 n 
S(X19 oo 1Xn)o Wanneer 
De a. k heten de coefficienten van 
K1 • • o n 




k =O 1 
oo k1 kn 
000 l bk k x, oooXn 
k =O 1° 0 0 n 
n 
een tweede formele machtreeks in x 1, •• o9Xn 1 dan definieert men som 
-
respo 12rodukt door 
00 00 k 1 k 
s + T= l 0 0 0 l (a + bk k )X1 oooX n • k =O k =O k10 o 0kn 1000 n n 1 n 
resp0 
00 00 kl kn 
ST = l 0 0 0 l C X1 oooXn • k1=o k =O k1 • o okn n 
waarin k1 k n 
C = l 0 0 0 l 8b 1ooohn b 0 k1oookn h =O h =O k1-h19 • o. ,kn-hn 1 n 
Is a e K 9 dan is op voor de hand liggende manier as gedefinieerd. 
De verzameling van de formele machtreeksen in x 1 ,oo•,Xn met coeffi-
cienten in K noteren we K [ [x1 a •• o ,xn]] o 
Van het volgende eenvoudige lemma wordt - evenals van enkele verdere 
lemma's - het bewijs aan de lezer overgelateno 
Lemma 1. K [ [x11 GO 91Xn]] is een integriteitsgebied (en een 
K-algebra). 
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Is Seen formele machtreeks ;.0 9 doWoZo minstens een der coeffi-
cienten :/: 0 9 dan verstaat men ender de orde w(S) van S het kleinste 
gehele getal k ! 0 met de eigenschap dater een coefficient 
a. k ; 0 bestaat met k 1+ ooo +kn= ko K1000 n ( ) 
We stellen nog w(O) =mo Ook stellen we 11s11 = 2=w S als S; 0 is 9 
en ! IO II = Oo 
Lemma 2o Zijn Sen Tin K [ [x1,ooo 8Xn] ], dan gelden 
(a) 0 .;:;; w(S) ~ m 9 w(S) = m ~ S = 0 • 
( b ) w ( S + T) ~ min ( w ( S ) 9 w ( T) ) 0 
(c) w(ST) ~ w(S) + w(T) 9 
en eveneens 
(a 1 ) 1!11s11!0 11 llsll=o ~ S=O, 
(b 0 ) 11s+TII ~max(llsll,IITII), 
(c 0 ) 11ST II = II S II IITII 0 
De eigenschap (b 0 ) impliceert de driehoeksongelijkheid 
11s+TII ~ 11s11 + IITII a 
maar is er niet mee equivalent, en heet daarom de verscherpte drie-
hoeksongelijkheido Een functie II oooll met de eigenschappen (a 0 ) en 
(b 0 ) beet een niet-archimedische waarderingo 
Lemma 3o K [[X 19 ooo 9Xn]] is compleet toOoVo de waardering 9 doWoZo 
iedere Cauchy-rij in deze ring convergeerto 
Lemma 4o 
( a) S e K I I X 1 90 o o ,Xn 11 is dan en slechts dan inverteerbaar als 
;I I s 11 = 1 is • 
(b) K [[x1,ooo 9Xn]] is een lokale ringo Het maximale ideaal wordt 
voortgebracht door X 111 ••• ,X0 o 
2 Voor het bewijs van (a) merken we op dat 1 + T + T + coo een 
Cauchy-ri,j is 9 als II T II < 1 is, en dat geldt ( 1-T)( 1+T+T2+ o o o) = 1 ; 
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voor het bewijs van (b), dat de niet-inverteerbare elementen vanwege 
de eigenschappen van II II een ideaal vormeno 
Wij zullen nu de substitutie van formele machtreeksen beschrijveno 
Laat U19 ooo 9 Un elementen zijn van het maximale ideaal voor 
K[[YpoooaYm]] (dus lluill < ,. i=1,o:,o,n)o Is Se: K[[Xpooo,Xn]J. 
dan kunnen we S schrijven in de vorm b sk, waarin Skeen (door S 
~,;, . . l ) t-0 eenduidig bepaa de homogene veelterm is van de graad k. Dus geldt 
w£,Sk(u,_ o o -.Un)) ! k in K [ [Y 190 "° 1Ym]], waaruit volgt dat 
I Sk(u1, o ea ,u ) een element van K [ [Y 1 • o o. ,Y J ] bepaalt 9 dat we k=O n m 
noteren als S • U , en het substitutieresultaat van U = (u1 • o •• ,Un) 
ins noemeno 
Lemma 5. 
(a) De af'beelding S ~ S • U is een ringhomomorfisme 
K [ [Xpoo•,xn]] ~ K [[Y19 ooo,Ym] J, continu t.o.v. II ••o II, 
en wel een lokaal homomorfisme (d.w.z. het maximale ideaal van de 
eerste ring wordt in dat van de tweede ring afgebeeld). 
(b) Ieder lokaal homomorfisme 4> : Kl I x1, u. 1Xn 11 -+ Kl I Y 11. o o •Yml I 
is continu en kan door substitutie verkregen worden. 
Het is duidelijk dat men in (b) voor U. moet nemen $(X.). Er volgt 
i . i 
dan direkt 4> ( S) = S o U, als S een veel term is., Voor willekeurige S 
volgt het resultaat door limietovergang. 
3o Convergentie 
Over convergente machtreeksen met coefficienten in K kunnen wij 
slechts spreken, als we in Kover een limiet-begrip beschikkeno Wij 
zullen aannemen dat Keen gewaardeerd lichaam is, doWoZo er is een 
functie x ~ lxl van K naar de reele getallen 9 die voldoet aan: 
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(a) lxl ~ o, en lxl = 0 :!:;;. x = 0 • 
(b) Ix ~~YI ~ lxl + IYI a 
( C ) jxy I = I XI I y I O 
Als in (b) de scherpere ongelijkheid lx+yj ! max(lxl ,IYI) geldt, 
dan heet K niet-archimedisch gewaardeerdo (voorbeeldg p-adische 
getallen) o 
Soms is het nodig te veronderstellen 9 dat de waardering niet-triviaal 
is (de tiriviale waardering is: lxl = 0 respo 1 als x = 0 respo 'F O is)o 
Is de waardering niet-triviaal dan bevat K M veel elementeno 
Wil men over functies spreken, door machtreeksen gedefinieerdi dan 
meet men K compleet toOoVo de waardering veronderstelleno Wij zullen 
ons daar niet mee bezighoudeno 
Een formele machtreeks 
( 1) 
... k1 kn l a X1 oooXn k k O k1oookn u 1 ,0009 = n 
heet ( abE;oluut) convergent• als er posi ti eve reele getallen r ,- u o 9r n 
bestaan zo, dat 
convergeeirt o De verzameling van de convergente machtreeksen in n 
onbepaalden X19 ooo 9Xn noteren weals K{X1,ooo 9Xn}o 
Een formeile machtreeks 
= k1 kn l bk k X1 o o oXn k k O 1000 n 1••001 n= 
met niet-negatieve reele coefficienten heet een ,!!!!:siorant van S 
(s gedefi.nieerd door (1)) als jak k I! bk k is voor alle 
1000 n 1 000 n 
k1, •• o,kn; notatie S << S0 o Als M I a positieve getallen zijn 9 
verstaan we ender (M,a) de formele machtreeks 
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De uitspraak "S convergeert" is equivalent met "er bestaan M > o, 
a > 0 z6, dat S « (M.a) ". 
We moeten dus bewijzen dat som en produkt van convergente machtreeksen 
weer convergente machtreeksen zijno Daartoe merken we op dat uit 
S << s0 • T << T' volgt: S+T << S'+T' en ST<< S0 T0 • en dat geldt 
(M,a) + (N,S) 
(M 9a) (N 9 8) 
<< (M+N 1ma.x(a,S)) 
<< (MN,2ma.x(a 9 8)) • 
Hieruit volgt het gestelde direkt. 
Laat nu SE K{X 19 ooo 1X0 } zijn en u1, •• o,Un E K{Y1,ooo 9Ym} met 
w(Ui).;:. 1 (i=1 1 ooqm). Dan is So U EK [[Y,-ooo 1Ym]J o 
Er geldt zelfs So U E K{Y 1 9 • o a ,Ym} o Voor een bewij s merken we op, 
dat uit S « S0 • Ui « Ui (i=1 1 •. • ,ne w(UI) .;:, 1) volgt S • U « S' t1 U' o 
We mogen verder aannemen 1 dat M,N,a 9 8 > 0 bestaan met S << (M,a), 
Ui « (N, B). We behoeven dan nog slechts aan te tonen dat voor 
voldoend kleine r > 0 
convergeerto Dit is een eenvoudige kwestie uit de reele analyse, welke 
aan de lezer wordt overgelateno 
Lemma 7. Als lemma 4 • maar K [ [ x1, •• o ,xn] J vervangen door 
K {X 1 1 •• o 8Xn} o 
2 Voor het bewijs van (a) merken we op, dat 1 + Y + Y + ooo een con-
vergente machtreeks is, dus ook - vanwege het voorafgaande -
1 + U + u2 + • • • als 111( U) .;:. 1 is. Hierui t volgt dat 1 - U inverteer-
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baar is in K{X 19 o•••Xn}• waaruit {a) direkt volgto Het bewijs van 
(b) gaat zoals bij lemma 4o 
Lemma Bo Als lemma 5, maar met K{X1, ••• ,Xn} i.p.v. K [[X,-ooo 9Xn]] & 
en K{Yi9000 1 Ym} iopoVo K[[Y,,o•o•Ym]] o 
4o Een stelling van J.Po Serre 
Stelliµg,.l. Laten u1,.o. 9 Un elementen van het maximale ideaal van 
K{Y 1 , •• o9 Ym} zijn. Zij verder r een natuurlijk getal en veronderstel 
dater elementen B •. € K{Y 1, ••• ,Y} bestaan zo, dat Jl m 
n 
= I j=1 U. B .. J Jl 
Dan kan men ieder element S van K{Y 1, ... ,Ym} s'chrijven in de vorm , 
(2) s = r h1 hm Y 1 •• oYm 
waarin 
Wij geven een korte schets van een bewijs. 
Zij 
00 h 1 hm 
s = I 
~ 1ooohm 
Y • o oY 
h 111 o • o ,hm=O 
1 m 





p(S) + l 
j=1 
u. a.(s) 
J J • 
p(S) = 
h1 hm l ah h Y, oooYm 
h h 1••o m 1 <rs•••• m <r 
en o.(H) = 
J 
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m h h.-r h ~ ~ 1 i m /., B.. /., a. h Y, ooY. ooY O 
• 1 J1 h h h n 1 0 o 0 m i m i= 1 < r 1 •• • • 1 < r • . > r 1- 1 • 
Vervangizlg van S door a . ( S) in ( 2) gee ft 
J 
n 
o.(s) = po.(S) + I U. o.o.(S) o 
J J i=1 1 1 J 
Dit resultaat kan men weer in (3) substitueren~ 
n n 
S = p(S) + l U. p o.(S) + l U.U. o.o.(S) • 
j=1 J J i,j=1 1 J 1 J 
Door iter·atie van di t proc~d~ vindt men 
n n 
s = p(S) + I 
j=1 
U. po.(S) + I U. U. pa. a. (S) + 000 
J J j,,j2=1 J1 J2 J, J2 
waarin 
R (S) = p 
0 0 0 
n l U. oooU, P 0, oooO. (S) + R {S) 
j 1, •• 9 jp=1 J1 JP J1 JP p 
U .••• U. a. oooO. (S) 
J, Jp+1 J1 Jp+1 
orde ~ p+1 heefto In 
op met h. < r. Hieruit 
1 
h1 hm 
po . ••• a. treden slechts monomen Y1 ••• Ym J1 Jq 
volgt datnet rechterlid van (4) in de vorm 
(5) s = 
( ) h 1 hm I Up (S) Y1 ••• Ym + Rp(S) h h h 1 ••• hm 1 <r, ••• 9 m<r 
geschreven kan worden, waarin Uh(p) h (S) verkregen wordt door in 
( ) , ••• "'1?1 • • 
een veeltierm vhP h (x1 , ••• ,X) te substitueren x1 = u1, ••• , X =U. 1.0•-~ n( ) n n 
Men gaat gemakkelijk na dat (vb P h) een Cauchy-rij is, zodat men 
1 • 0 •-rr p 
door limietovergang p -+ 00 ( in de zin van 11 ••• 11 ) ui t ( 5) de 
formule ( :~) afleidt, waarin echter nog aangetoond moet warden dat 
V c~onvergent is. Dit geschiedt door een apart convergentie-
h1 ••• hm 
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onderzoeko Hierover zeggen we slechts het volgende: 
Men mag aannemen dat B .. << (1,1) (te bereiken door geschikte auto-
J J. 
morfismen van K{X 1 ,oo•,Xn} en K{Y 19 ooo 9Ym})a Dan bewijst men: als 
S « (M,a) dan CJ. (s) « (M mar+ 1 ,a)• en hieruit 
J r+1 p 
CJ. a o oCJ. (S) « (M(ma ) ,a) o Dan heeft Vh ,., o U als majorant 
Jl Jp h r+1 1° 00 ·~ (Ma ,ma ) 9 waarin h = h1+ooo+hm, waaruit de convergentie 
blijkt. 
Opme:rkins_o Eigenlijk heeft men eerst de variant van de stelling 
bewezen 9 die ontstaat door overal convergente machtreeksen door 
formele te vervangen. 
Wij geven nu een andere formulering van het in stelling 1 gevonden 
resultaat. Ter afkorting schrijven we A= K{X,-oo.,Xn}, B = K{Y 19 .ooitYm} 
en M respa N voor de maximale idealeno u1, •• o9 Un in N bepalen een 
lokaal h1omomorfisme cj>: A -+ B ( lemma 8) o Hierdoor kunnen wij B opvatten 
als A-moduul a Wij schrijven kortweg a.b Lp.vo cj>(a)b als a £ A, b £ B. 
Stelling_g_o Met de hierboven ingevoerde notaties geldt: 
Is r een geheel getal ~ 1 en is Nr c MB, dan is B een A-moduul van 
eindig type 9 doWoZo Bis een A-moduul met een eindig aantal voort-
brengerso 
Uit het gegeven Nr C MB volgt nlo de hypothese van stelling 1 9 
terwijl de bewering van de stelling juist inhoudt dat 
h1 ~ 
Y 1 o o o Ym 
A-moduul B 
(h 1 < r • a o o ,hm < r) een stel voortbrengers van het 
is (formule (4)). 
h1 hm 
Toevoeging bij stelling 2o De monomen Y1 oo•Ym met h 1+ooo+hm < r 
brengen reeds B voort. 
Zij nl. B' het A-moduul voortgebracht door genoemde monomen 9 dan is 
B = B' + Nr, dus B = B' + MBo 
Omdat Been A-moduul van eindig type is volgt nu met het lemma van 
Nakayama B = B' o 
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We besch.ouwen nu het speciale geval van stelling 2, waarin n = m, 
~(X1) = Y1, ooo , ~(X 1) = Y 1a ~(X) = Uo De voorwaarde n- n- n 
Nr c MB (Nr- 1 >r- MB) komt neer op Yr e: MB (Yr- 1 'g,_ MB) o Er 
' n n 
moeten d.us elementen Bj e: K{Ypo•••Yn} bestaan met 
+ 0 0 0 + Y 1B 1 + UB n- n- n 
Een noodzakelijke en voldoende voorwaarde hiervoor is dat U regulier 
is van order in Y, doW0Z0 
n 
ClO 
U = l u.(Y 1, ••• ,Y 1)Yi , i=O i n- n 
waarin u:i(0,.00 80) = 0 voor i=0,1 9 0,0 9r-1 9 en ur(0 9 ooo 90) #- Oo 
. . . . . 2 l y yr-1 Uit de toevoeging biJ stelling vo gt nu, dat 19 09 000 9 n 
K{Y 19 000 8Yn} voortbrengen als K{X 1,.0. 9Xn}-moduul 9 d0WoZ0 dat men 
iedere Se: K{Y 1,.00 9Yn} kan schrijven als 
waarin C. (X 19 0 0 .,x ) e: K{X 11 ••• ,X } is 0 Hierui t volgt direkt 1 n n 
Stelling 3o (Vorbereitungssatz van Weierstrass)o Is U e: K{Y1,ooo 9Y0 } 
regulier van order! 0 in X09 dan bestaan voor iedere Se: K{Y 19 000 9Yn} 
een Q en een Re: K{Y 1, ••• 9Yn} met 
(a) S = UQ + R s 
(b) R is een veelterm in Y van graad < r (en coefficienten in 
n 
K{Y 1,000 9Yn_ 1} )o 
Q en R z:i.jn door (a) en (b) eenduidig bepaald. 
Het bewijs van de eenduidigheid is eenvoudig; wij zullen er niet 
op ingaan. 
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5 o ~.e toepassingen 
Ao Speciale veeltermen 
Een element P £ K{Y 1,ooo 9Yn} heet een speciale veelterm in Yn 12 
graad r als hij de volgende vorm heeft 
P = P0(Y 19 ooo 9Yn_ 1) + P1(Y 1,ooo»Yn= 1)Yn + ooo 
0 0 0 + P (Y Y )yr-1 + yr 
r-1 110009 n-1 n n 9 
met P0(0 9 ooo 90) = P1(0 9 ooo 90) = ooo = Pr_ 1(0 9 ooo 90) = Oo 
Twee eleirnenten s1, s2 van K{Y 1,.oo 9Yn} heten equivalent als er een 
inverteerbare T € K{Y 1,ooo 9 Yn} bestaat met s2 = S1T. 
Stelling_!o Is U £ K{Y 1,a •• 9Yn} regulier van order~ 1 in Yn' dan 
is U equivalent met een en slechts een speciale veelterm in Yo 
n 
Pas nl. stelling 3 toe met S = Yro Dan is Yr= UQ + R, waarin R 
n n 
een veelterm van graad < r in Y iso 
n 
De speciale veelterm in kwestie is dan yr - Ro 
n 
Speciale veeltermen zijn ender meer van groot nut bij de studie van 
analytisc:he- verzamelingen (en ruimten). Dit zijn deelverzamelingen 9 
die lokaal gedefinieerd worden door het nul stellen van convergente 
machtreekseno 
Voor andeire toepassingen zie B en C hiernao 
Bewijs do,or induktie naar no Trivia.al voor n = Oo Zij nu n ~ 1 en 
laat al bewezen zijn dat K{Y 1, ••• ,Yn_1} noethers is. Zij I¥ 0 een 
idea.al van K{Y 1,o•••Yn}. Wij zullen aantonen dat I eindig veel 
voortbrengers heefto 
Laat SE I zijn 9 S ~ Oo Wij mogen aa.nnemen dat S regulier is in Y, 
n 
dus ook - vanwege A - dat Seen speciale veelterm iso (De situatie 
dat S regulier is in Y is,in bet geval K = veel elementen beeft 9 n 
steeds t,e bereiken door een gescbikt automorfisme van K{Y 111 o o o 1Yn}) o 
De ring K{Y 1aooo 9Yn} / (S) is een K{Y 19 ooo 9Yn_ 1}-moduul van eindig 
type, dus zelf noetberso Het beeld I van I in K{Y 1 ,ooo~Yn} / (S) 
beeft dus eindig veel voortbrengerso Maar dan geldt betzelfde voor Io 
Co K{Y 19 ooo 9Yn} is een ontbindingsring 
-------------------
In bet vc::>lgende is A= K{Ypoo-.Yn}o (Uitspraak en bewijs zijn ook 
goed vooJr K [[Y 19 ooo 9 Yn ]])o 
Uit de algebra is bekend, dat een ring een ontbindingsring is dan en 
slecbts dan als gelden: 
( a) IedE~re stij gende rij boofdidealen is stationnair o 
(b) IedE~r priemelement brengt een priemideaal voort. 
Voor de ring A is aan (a) voldaan, want A is noetherso 
Wij zullem nu (b) door induktie naar n bewijzeno (b) is triviaal voor 
A als n = Oo Zij nun~ 1, en laat (b) bewezen zijn voor K{Y 1,ooo 9Yn_1L 
Zij Peen priemelement van A, dat bet produkt van twee elementen 
Q1 Q0 van A deelto We moeten aantonen P I Q of P I Q' 
Men mag a1annemen dat P regulier is van graad r in Y 9 dus ook dat P 
n 
een speciale veelterm van gre.ad r is in Y. Laat B de ring van de 
n 
veeltermen in Y zijn met coefficienten in K{Y 1 ,ooo 1Y 1 }o Dan is B n n-
een ontbi.ndingsring vanwege de induktieaanname en de stelling van 
Gausso Pis een priemelement in Bo Dit bewijst men als volgt. Laat 
P = SS' een ontbinding van Pin B zijn. S~el bierin Y1 = 000 = Yn_ 1= o. 
Dan gaat P over in yP 9 S in S(Y ) • S 9 in SV(Y ) 9 en er geldt n n n 
yP = S(Y )SV(Y ). Men leidt hieruit af 9 dat Sen S 9 9 afgezien van een n n n 
constante faktor 9 speciale veeltermen in X zijno Een ervan moet n 
eenheid zijn in A, dus speciale veelterm van de graad O in Y 9 n 
doWoZo eenheid in B. Pis dus priem in Bo Laten Ren R' de resten 
van Q resp. Q9 zijn bij deling door P (stelling 3). Dan zijn 
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R en R9 e: B en er geldt P I RR' o Dus P I R of PI R' 9 waaruit volgt 
R = 0 en dan P IQ of R' = 0 en dan P IQ' o Dit voltooit het bewijs. 
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